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Introduction
Un instanton E de degre´ n est un fibre´ vectoriel stable de rang 2 sur P3 tel que c1(E) = 0,
c2(E) = n et tel que le groupe H
1E(−2) est nul. La varie´te´ In des instantons de degre´ n est
donc un ouvert de l’espace des modules MP3(0, n, 0) des faisceaux sans torsion semi-stables de
classes de Chern (0, n, 0). Dans cet article nous nous inte´ressons au bord de In dans la varie´te´
MP3(0, n, 0).
On ne sait de´crire ce bord que pour n = 1 [Ba] et n = 2 [NT]. La varie´te´ I3 est de dimension
21. Elle a e´te´ e´tudie´e par G. Ellingsrud et S.A. Strømme [ES1] qui ont prouve´ son irre´ductibilite´ et
par L. Gruson et M. Skiti [GS] qui ont montre´ qu’elle est birationnelle aux re´seaux de quadriques
de Pˇ3. Au vu des re´sultats de [NT], L. Gruson et G. Trautmann ont conjecture´ que le bord
de I3 a huit composantes irre´ductibles toutes en codimension 1 (voir remarque 7 pour plus
de de´tails sur cette conjecture). Dans [GS], les auteurs mettent e´galement en e´vidence deux
composantes irre´ductibles du bord de I3 correspondant a` des diviseurs des re´seaux de quadriques.
Nous donnons ici une ge´ne´ralisation de ces re´seaux et de´crivons deux nouvelles composantes
irre´ductibles ∂I13 et ∂I
2
3 du bord de la varie´te´ des instantons de degre´ 3 qui sont “syme´triques”
l’une de l’autre.
Conside´rons la famille ∂I13 des faisceaux obtenus comme noyau d’une fle`che surjective de
E′′ vers θ(2) ou` E′′ est un instanton de degre´ 1 et θ est une the´ta-caracte´ristique ayant pour
support une conique lisse. Cette famille est contenue dans MP3(0, 3, 0). Conside´rons par ailleurs
un ouvert U (que l’on de´finira plus loin) de MP3(0, 3, 2). Un faisceau ge´ne´ral de U a deux points
singuliers. Soit U′ le ferme´ qui correspond aux faisceaux E′′ de U dont le lieu singulier est un
point double, nous montrons alors le the´ore`me suivant :
The´ore`me.— (ı) La varie´te´ ∂I13 est birationnelle a` la varie´te´ des surfaces quintiques rationelles
re´gle´es autoduales. C’est une composante irre´ductible de dimension 20 du bord de I3.
(ıı) La famille U est une fibration en P9 au dessus du sche´ma des cubiques gauches irre´du-
ctibles. Le ferme´ U′ est de´crit dans chaque fibre par une hypersurface irre´ductible de degre´ 6.
(ııı) Il existe une application rationnelle naturelle, ge´ne´riquement injective, du ferme´ U′
dans MP3(0, 3, 0) dont l’image ∂I
2
3 est une composante irre´ductible du bord de I3. L’application
re´ciproque associe a` un faisceau E ∈ ∂I23 son bidual E
′′ ∈ U′.
Pour prouver que ces familles sont adhe´rentes a` la varie´te´ des instantons, nous montrons
qu’elles peuvent eˆtre parame´tre´es par des diviseurs dans une ge´ne´ralisation des re´seaux de
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quadriques (paragraphe 1). Cette parame´trisation fait apparaˆıtre la syme´trie entre ∂I13 et ∂I
2
3.
Dans les deuxie`me et troisie`me paragraphes, nous e´tudions respectivement les familles ∂I13
et ∂I23. Nous de´crivons en particulier la ge´ome´trie de leurs e´le´ments de saut. Rappelons que l’on
appelle plan instable (resp. droite bisauteuse) de E ∈MP3(0, 3, 0) tout plan H (resp. toute droite
L) tel que h0EH > 0 (resp. telle que h
1EL > 0). La courbe des plans instables des faisceaux de
ces deux composantes est ACM de degre´ 6 et de genre 3 et la surface re´gle´e recouverte par les
droites bisauteuses est soit une quintique rationnelle soit une sextique elliptique. Les e´le´ments de
saut des deux composantes sont relie´s ce qui traduit la syme´trie entre ∂I13 et ∂I
2
3. Elle s’exprime
assez simplement en termes de transformations cubo-cubiques (voir paragraphe 1). En effet, une
courbe ACM de degre´ 6 et de genre 3 permet de de´finir une application birationnelle — appele´e
transformation cubo-cubique — de P3 dans lui meˆme. Son application re´ciproque est encore
une transformation cubo-cubique (i.e. associe´e a` une courbe ACM de degre´ 6 et de genre 3). La
dualite´ se traduit par le fait que les transformations cubo-cubiques qui proviennent de ∂I23 sont
les inverses de celles de ∂I13.
Dans le troisie`me paragraphe, nous e´tudions la famille U que nous de´crivons explicitement
ainsi que le ferme´ U′ et le ferme´ de U des faisceaux E′′ qui ne sont plus re´flexif. Nous donnons
alors la courbe qui constitue le lieu singulier de E′′.
Enfin dans un dernier paragraphe nous pre´sentons deux situations ge´ome´triques remar-
quables relie´es a` notre e´tude. Nous donnons une description birationnelle de l’espace des mod-
ules des courbes de degre´ 7 et de genre 2 d’un espace projectif. Cette description et la formule
d’Hu¨rwitz permettent de retrouver le fait queU′ est de´finie dans les fibres au dessus des cubiques
gauches par une hypersurface de degre´ 6.
Proposition . — L’espace des modules des courbes de degre´ 7 et de genre 2 de P3 est bira-
tionnellement isomorphe au quotient par PGL2 de la varie´te´ G(2,H
0OS2P1(3)) des pinceaux de
cubiques du plan S2P1.
Nous exhibons e´galement une famille I de dimension 36 d’involutions birationnelles de P3
dans lui-meˆme. Nous montrons que I est birationnelle au sche´ma de Hilbert H9,6 des courbes de
degre´ 9 et de genre 6. Nous montrons par ailleurs :
Proposition . — L’espace des modules des courbes de degre´ 9 et de genre 6 de P3 est bira-
tionnellement isomorphe au quotient par PGL2 de la varie´te´ G(4,H
0OS2P1(3)) des sous-espaces
vectoriels de dimension 4 de cubiques du plan S2P1.
Remerciements : Je tiens a` remercier ici mon directeur de the`se Laurent Gruson pour toute
l’aide qu’il m’a apporte´e durant la pre´paration de ce travail.
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1 Construction et de´formation de faisceaux
Dans ce paragraphe nous expliquons comment la suite spectrale de Beilison (voir [OSS])
ramene les proble`mes sur les faisceaux a` des proble`mes d’alge`bre line´aire. Nous e´tudions alors ces
questions d’alge`bre line´aires et leurs traductions ge´ome´triques. En particulier nous construisons
ainsi des de´formations de faisceaux.
Les transformations cubo-cubiques
Soit R un espace vectoriel de dimension trois, soient V et W deux espaces vectoriels de
dimension quatre. Une transformation cubo-cubique est un e´le´ment A deT = P(Hom(R⊗V,W )).
C’est une application line´aire deR dansH0O
P(Vˇ )×P(W )(1) dont l’image de´finit une sous-varie´te´ Π
de P(Vˇ )×P(W ). La projection p (resp. q) de Π sur P(Vˇ ) (resp. P(W )) est pour une transformation
cubo-cubique ge´ne´rale l’e´clatement de la courbe Y (resp. Y ′) ACM de degre´ 6 et de genre 3
donne´e par la re´solution :
0 −→ R⊗O
P(Vˇ )(−4)
A
−→W ⊗O
P(Vˇ )(−3) −→ IY −→ 0
respectivement :
0 −→ R⊗OP(W )(−4)
tA
−→ Vˇ ⊗OP(W )(−3) −→ IY ′ −→ 0
Cette construction de´crit une application birationnelle de P(Vˇ ) dans P(W ). Si on e´change les
roˆles de Vˇ et de W on a son application re´ciproque. Nous dirons qu’une transformation cubo-
cubique associe´e a` une courbe Y est involutive si il existe un isomorphisme α : W −→ Vˇ tel
que α(Y ′) = Y . La transformation cubo-cubique et son inverse sont alors de´finies par la meˆme
courbe. Pour plus de de´tails sur les transformations cubo-cubiques voir aussi [RS] p. 179.
Remarque 1. — Le groupe PGL(R) × PGL(W ) agit sur T. Il existe un bon quotient pour
cette action qui est fibre´ principal homoge`ne sous ce groupe sur un ouvert. Par ailleurs, sur
l’ouvert des e´le´ments de T qui de´finissent une courbe, il existe un morphisme f vers le sche´ma
de Hilbert H6,3 des courbes ACM de degre´ 6 et de genre 3 : a` A on associe Y . Ce morphisme est
sur cet ouvert le bon quotient de T par PGL(R)× PGL(W ) (pour plus de de´tails voir [ES2]).
Ge´ne´ralisation des re´seaux de quadriques
Dans la suite on identifie V a` l’espace vectoriel H0OP3(1). Dans [GS], la famille des in-
stantons sans droite trisauteuse est identifie´e a` un ouvert des re´seaux de quadriques de Pˇ3.
Cette identification se fait graˆce aux multiplications du module de Rao d’un faisceau E ∈ I3 :
pour un instanton ge´ne´ral E, on a h1E(−1) = 3, h1E = 4 et h1E(1) = 1. La multiplication
H1E ⊗ V −→ H1E(1) est non de´ge´ne´re´e, elle permet d’identifier H1E a` Vˇ . La multiplication
H1E(−1) ⊗ V −→ H1E ⋍ Vˇ
donne alors le re´seau de quadriques.
3
Nous n’allons plus maintenant identifier directement H1E a` Vˇ mais garder en me´moire cette
identification par la donne´e d’un morphisme (qui est un isomorphisme dans le cas des instantons)
de H1E dans Vˇ et de sa “re´ciproque” de Vˇ dans H1E. Les composantes du bord vont apparaˆıtre
lorsque ces morphismes ne seront plus des isomorphismes. Ainsi pour retrouver E nous aurons
besoin d’identifier H1E (resp. H1E(−1)) a` un espace vectoriel W (resp. R) de dimension 4 (resp.
3), d’un morphisme R −→ W ⊗ Vˇ (une transformation cubo-cubique) et de deux morphismes
W −→ Vˇ et Vˇ −→W ve´rifiant les conditions de syme´trie suivantes : la compose´e R −→ Vˇ ⊗ Vˇ
(resp. R −→W ⊗W ) se factorise par S2Vˇ (resp. S2W ). Dans le cas des instantons la premie`re
condition traduit le fait que la multiplication dans le module de Rao est associative. Nous faisons
intervenir la seconde fle`che pour conserver la syme´trie : sur l’ouvert des instantons, la fle`che de
W dans Vˇ est inversible et l’identification nous permet de faire jouer le meˆme roˆle a` W et Vˇ .
Nous avons ainsi une fle`che de Vˇ dans W (l’inverse de la pre´ce´dente) telle que la compose´e
R −→W ⊗W se factorise par S2W .
Nous nous donnons donc pour ge´ne´raliser les re´seaux de quadriques trois fle`ches R⊗V
ϕ
−→W ,
W
ψ
−→ Vˇ et Vˇ
ψ′
−→W qui ve´rifient les conditions de syme´trie pre´ce´dentes. Conside´rons ainsi la
sous-varie´te´ F de T×P(Hom(W, Vˇ ))×P(Hom(Vˇ ,W )) forme´e des triplets (ϕ,ψ, ψ′) tels que les
compose´es :
R⊗V ⊗V
ϕ⊗1V−→ W ⊗V
ψ⊗1V−→ Vˇ ⊗V −→ C et R⊗ Wˇ ⊗ Wˇ
ϕ⊗1
Wˇ−→ Vˇ ⊗ Wˇ
ψ′⊗1
Wˇ−→ W ⊗ Wˇ −→ C
se factorisent par R⊗ S2V et R⊗ S2Wˇ et tels que :
ψ′ ◦ ψ = λ1W et ψ ◦ ψ
′ = µ1Vˇ
ces dernie`res conditions viennent de l’identification au niveau des instantons : ψ et ψ′ sont dans
ce cas inverses l’un de l’autre. En particulier de`s que l’un de ces deux morphismes n’est plus
inversible les compose´es doivent eˆtre nulles. Nous appellons Fi,j l’image re´ciproque dans F du
localement ferme´ de P(Hom(W, Vˇ ))× P(Hom(Vˇ ,W )) forme´ des couples d’applications line´aires
(ψ,ψ′) de rangs i et j. La dernie`re condition impose que si i 6= 4 alors j ≤ 4− i. Un point ge´ne´ral
de Fi,j pour i fixe´ diffe´rent de 4 est dans Fi,4−i que nous noterons Fi. Notons F4 l’ouvert sur
lequel ψ est inversible.
Lien avec les faisceaux
Un e´le´ment de Fi,j nous permet graˆce a` la condition de syme´trie sur ψ de construire un
complexe :
R⊗ Ω2(2)
ϕ
−→W ⊗ Ω1(1)
ψ
−→ OP(V )
Sa cohomologie au centre est est e´le´ment de MP3(0, 3, 0). Cette construction de´termine une
application rationnelle g (de´finie la` ou` ϕ est injective et ψ surjective) de F vers MP3(0, 3, 0).
Cette application envoie F4 dans I3 et meˆme sur l’ouvert des instantons sans droite trisauteuse
(voir [GS]). De plus, deux diviseurs de F4 font apparaˆıtre deux composantes irre´ductibles du
bord de I3 (cf. [GS]). M. Skiti [Sk] a e´galement montre´ que F2 s’envoie sur les instantons a` droite
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trisauteuse. Nous montrons que F3 et F1 permettent d’identifier deux nouvelles composantes du
bord de I3.
En particulier, nous regardons l’image par g de F3 dans MP3(0, 3, 0) qui sera l’un des deux
bords recherche´s (∂I13). Nous e´tudions les transformations cubo-cubiques associe´es. Notons T
1
3
l’image de F3 dans T. La varie´te´ F4 correspond au cas ou` la transformation cubo-cubique est
involutive. Ce n’est plus le cas pour F3, on a une rupture de syme´trie. Les transformations
cubo-cubiques inverses de celles de T13 sont celles obtenues comme image de F1 (proposition
12). Elles nous permettrent de de´crire la seconde composante du bord de I3.
Sur F1, la seconde fle`che du complexe n’est plus surjective et nous avons alors une application
rationnelle vers MP3(0, 3, 2). L’application g n’utilise pas la condition de syme´trie sur ψ
′. Nous
pouvons de´finir g sur le localement ferme´ F1 de T × P(Hom(W, Vˇ )) des paires qui ve´rifient la
premie`re condition de syme´trie et telles que la seconde fle`che est de rang 1. L’application ainsi
de´finie est a` valeurs dans un ouvert U (voir paragraphe 3) de MP3(0, 3, 2). Nous verrons qu’il
est dominant. L’image de F1 dans F
1 est un ferme´ et son image par g est un ferme´ U′ (voir
paragraphe 3) de codimension 1 de U (la` ou` le lieu singulier du faisceau est concentre´ en un
point). Nous montrons que la seconde condition de syme´trie (sur ψ′) nous permet de prolonger
ce morphisme versMP3(0, 3, 0). Son image de´crit la seconde composante irre´ductible ∂I
2
3 du bord
de I3 recherche´e.
Remarques 2. — (ı) La fibre ge´ne´rique du morphisme g est isomorphe a` PGL(R)×PGL(W ).
En effet, le faisceau obtenu est a` cohomologie naturelle. Les multiplications de H1∗E nous perme-
ttent de retrouver ϕ et ψ. Sur un ouvert rencontrant F4 et F3, le morphisme ψ
′ est uniquement
de´termine´ par les deux autres, la fibre est alors isomorphe a` PGL(R)×PGL(W ) (cf. [GS] pour
F4 et proposition 2 pour F3).
(ıı) Les varie´te´s F1 et F3 sont isomorphes (il suffit d’e´changer les roles de V et W ). Par
ailleurs, les composantes ∂I13 et ∂I
2
3 du bord de I3 sont birationnelles au quotient de F3 et
F1 par PGL(R) × PGL(W ). Ainsi les deux quotients ∂I
1
3/PGL(V ) et ∂I
2
3/PGL(V ) sont bira-
tionnels (l’existence de ces deux quotients est assure´e au moins sur un ouvert par un the´ore`me
de Rosenlicht [Ro]). Ceci est une autre forme de la syme´trie entre ∂I13 et ∂I
2
3.
Proprie´te´s de F
Nous donnons ici une de´monstration de quelques proprie´te´s de la varie´te´ F, des varie´te´s Fi
pour 1 ≤ i ≤ 4 et de la varie´te´ F1.
Fait 1. — Les varie´te´s Fi pour 1 ≤ i ≤ 3 sont irre´ductibles de dimension 43.
De´monstration : Soit Zi l’image de la projection de Fi vers le produit d’espaces projectifs
P(Hom(W, Vˇ ))×P(Hom(Vˇ ,W )). L’image de la projection de Zi vers P(Hom(W, Vˇ )) est la sous-
varie´te´ irre´ductible de dimension 15 − (4 − i)2 des morphismes de rang i. La fibre de cette
projection au dessus de ψ est alors donne´e par P((Kerψ)ˇ ⊗ Cokerψ). La varie´te´ Zi est donc
irre´ductible de dimension 14. Mais alors la fibre au dessus de (ψ,ψ′) ∈ Zi est donne´e par
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P(R⊗ (S2Imψ ⊕ S2Kerψ ⊕ (Imψ)ˇ⊗Kerψ)) ainsi Fi est irre´ductible de dimension 43.
Fait 2. — Les varie´te´s Fi pour 1 ≤ i ≤ 3 sont adhe´rentes a` F4. Les varie´te´s F et F4 sont
irre´ductibles de dimension 44.
De´monstration : Soit (ϕ,ψ, ψ′) un e´le´ment de Fi assez ge´ne´ral. On de´compose Vˇ et W en
Imψ ⊕ Cokerψ et Imψ ⊕ Kerψ. On peut alors supposer que, dans des bases bien choisies, les
applications line´aires ϕ, ψ et ψ′ s’e´crivent sous la forme suivante :(
A 0
C D
)
,
(
I 0
0 0
)
et
(
0 0
0 I
)
ou` A et D sont syme´triques. Si on se place sur un anneau de valuation discre`te A d’uniformisante
a, et que l’on conside`re dans les meˆmes bases, les morphismes ϕa, ψa et ψ
′
a donne´s par les
matrices : (
A atC
C D
)
,
(
I 0
0 aI
)
et
(
aI 0
0 I
)
alors on voit que pour a inversible le triplet de´finit un e´le´ment de F4 alors que sa limite
est (ϕ,ψ, ψ′). La varie´te´ F4 est donc un ouvert dense de F. Il suffit donc de montrer son
irre´ductibilite´. Soit Z4 l’image de F4 dans P(Hom(W, Vˇ )) × P(Hom(Vˇ ,W )). Le morphisme de
Z4 dans P(Hom(W, Vˇ )) est un isomorphisme sur l’ouvert des applications inversibles (sa fibre
est donne´e par l’inverse). La varie´te´ Z4 est donc irre´ductible de dimension 15. De plus la fibre
au dessus d’un point de Z4 est donne´e par P(R ⊗ S
2V ) avec l’identification de W et Vˇ graˆce a`
ψ. La varie´te´ F4 est donc irre´ductible de dimension 44.
Fait 3. — Le morphisme de F1 dans T est birationnel sur son image.
De´monstration : Soit ϕ ∈ T un e´le´ment assez ge´ne´ral dans l’image de F1. Il existe donc un
morphisme ψ0 ve´rifiant les conditions de syme´trie. Dans des bases de Vˇ et W , on peut e´crire ϕ
et ψ0 sous la forme suivante : (
A 0
C D
)
et
(
I 0
0 0
)
ou` A est de taille 1 × 1 et D de taille 3 × 3. On cherche tous les morphismes ψ de rang 1 qui
ve´rifient les conditions de syme´trie. Un tel morphisme peut s’e´crire dans les meˆmes bases sous
la forme : (
α β
γ δ
)
on a alors les e´quations δD =t(δD) et γA + δC =t(βD). La premie`re e´quation est un syste`me
line´aire de taille 9× 9 et si ϕ est assez ge´ne´ral la seule solution est δ = 0. De la meˆme fac¸on, on
voit que l’on a β = 0 et γ = 0 pour ϕ assez ge´ne´ral.
Fait 4. — L’action de PGL(W )× PGL(R) sur les varie´te´s Fi pour 1 ≤ i ≤ 4 est libre sur un
ouvert de chacune de ces varie´te´s.
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De´monstration : Un e´le´ment (ϕ,ψ, ψ′) de F est donne´ par des matrices :(
A 0
C D
)
,
(
I 0
0 0
)
et
(
0 0
0 I
)
ou` A et D sont syme´triques et A est de taille i × i si (ϕ,ψ, ψ′) ∈ Fi. Le quotient par PGL(R)
consiste a` prendre un sous espace de dimension 3 des matrices de la premie`re forme. Cette
action est ge´ne´riquement libre. Un e´le´ment h de PGL(W ) qui est dans le stabilisateur ve´rifie
h ◦ ϕ = λϕ, ψ ◦ h = µψ et h ◦ ψ′ = νψ′. Si h est donne´ par(
α β
γ δ
)
alors on a α = µI, β = 0, δ = νI, αA = λA, δD = λD et γA + δC = λC. Ceci nous donne :
λ = µ = ν, α = λI, δ = λI et γA = 0. Si ϕ est assez ge´ne´ral on a donc γ = 0 et h = λI.
Notations : (ı) Nous noterons G la grassmannienne des droites de P3 et K (resp. Q) le sous-
fibre´ (resp. le quotient) tautologique sur G. Nous noterons F(i, j; 4) les varie´te´s d’incidences des
quotients de rang i et de rang j de V et p et q les projections respectives.
(ıı) Notons pi le morphisme de F vers T.
2 La famille ∂I13
Conside´rons la famille ∂I13 contenue dans MP3(0, 3, 0) forme´e des faisceaux obtenus comme
noyaux d’une fle`che surjective de E′′ vers θ(2) ou` E′′ est un instanton de degre´ 1 et θ est une
the´ta-caracte´ristique sur une conique lisse C. Nous montrons que cette varie´te´ forme une famille
irre´ductible de dimension 20 qui est adhe´rente a` I3. C’est une composante irre´ductible du bord
de I3 dans MP3(0, 3, 0).
Une composante du bord
Notons b le morphisme de ∂I13 vers I1 qui a` un faisceau E associe son bidual E
′′. Dans le
lemme suivant nous rappelons les proprie´te´s de la varie´te´ I1 des instantons de degre´ 1.
Lemme 1. — La varie´te´ I1 est isomorphe a` P(Λ
2Vˇ ) prive´ de la grassmannienne G : la donne´e
d’un instanton E′′ de degre´ 1 est e´quivalente a` celle du complexe line´aire non singulier A des
droites de saut de E′′.
De´monstration : Nous nous contenterons de de´crire la situation ge´ome´trique, pour plus de
de´tails et une de´monstration voir [OSS] page 364. La varie´te´ A des droites de saut de E′′ est un
complexe line´aire non singulier de droites (i.e. la trace dans G d’un hyperplan de P(Λ2V )). Il
de´termine E′′. Notons X l’image re´ciproque par q de A dans F(1, 2; 4), la varie´te´ X s’identifie a`
PP3(E
′′(1)) et a` PA(Q(1)).
Proposition 1. — La fibre de b au dessus d’un complexe de droites A est birationnellemement
isomorphe au sche´ma de Hilbert des courbes rationnelles lisses de degre´ 5 de A.
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La varie´te´ ∂I13 est donc birationnellemement isomorphe a` la varie´te´ H
5
5 des courbes ra-
tionnelles lisses de degre´ 5 de G qui sont trace´es sur un complexe non singulier de droites.
De´monstration : Soit E ∈ ∂I13 noyau d’une surjection E
′′ −→ θ(2). Notons C le support de θ.
La surface re´gle´e S = PC(E
′′(1)|C ) est incluse dans F(1, 2; 4) et meˆme dans X = PP3(E
′′(1)). La
surjection E′′(1)|C −→ θ(3) de´finit une section σ : C −→ S de cette surface. Notons Z = σ(C).
Pour un faisceau ge´ne´ral, la projection de Z dansA est une immersion ferme´e d’image une courbe
Γ rationnelle lisse de degre´ 5. De plus, le OP1-module Q(1)|Γ est isomorphe a` OP1(2) ⊕OP1(3).
En effet, il est de degre´ 5 et la courbe Z nous donne une surjection de Q(1)|Γ vers OP1(2) (car
la projection par p de Z redonne la conique C). La courbe Z est la section de la surface re´gle´e
PΓ(Q(1)|Γ) de´finie par la fle`che surjective Q(1)|Γ −→ OP1(2).
Re´ciproquement, soit Γ une courbe rationnelle lisse de degre´ 5 dans A. Supposons que Γ est
sur un unique complexe de droites et que Q(1)|Γ est isomorphe a` OP1(2) ⊕OP1(3) en tant que
OP1-module (c’est le cas ge´ne´rique pour Γ). Conside´rons alors la surface re´gle´e (de morphisme
la restriction de q) suivante : PΓ(Q(1)|Γ), elle est incluse dans X. La section donne´e par la
surjection de Q|Γ(1) vers le facteur OP1(2) a pour image une courbe Z contenue dans X. Sa
projection par p est une conique C (lisse en ge´ne´ral). Mais alors la courbe Z est une section de
la surface re´gle´e PE′′(1)|C (car la projection p est un isomorphisme de Z sur C). Cette section
correspond a` une surjection de E′′(1)|C vers un OP1-module inversible de degre´ celui de Γ. On
a donc une surjection de E′′|C vers θ(2) ce qui nous de´finit l’application re´ciproque.
En prenant le noyau de la compose´e E′′ −→ E′′|C −→ θ(2), on retrouve le faisceau E.
Lemme 2. — La varie´te´ H55 est irre´ductible de dimension 20.
De´monstration : Cette varie´te´ correspond aux surfaces quintiques rationnelles re´gle´es auto-
duales. Elle est irre´ductibilite´ de dimension 20 (voir [P2] ou [P3]).
Corollaire 1. — La varie´te´ ∂I13 est irre´ductible de dimension 20.
Nous montrons graˆce aux re´seaux de quadriques que la famille ∂I13 est adhe´rente a` I3.
Proposition 2. — La restriction de g a` F3 est dominante sur ∂I
1
3.
De´monstration : Soit E ∈ ∂I13 un faisceau a` cohomologie naturelle. Nous identifionsH
1E a`W
et H1E(−1) a` R. La premie`re multiplication du module de Rao nous donne une transformation
cubo-cubique ϕ ∈ T. Par ailleurs, la seconde multiplication du module de Rao nous donne
un e´le´ment ψ ∈ P(Hom(W, Vˇ )) qui ve´rifie la condition de syme´trie. De plus nous savons que
H1E = H0θ(2) et H1E(1) = Coker(H0E′′(1) −→ H0θ(3)) donc le morphisme ψ est de rang 3
(la multiplication par l’e´quation du plan de C est nulle). Prenons alors pour ψ′ un morphisme de
rang 1 dont le noyau est Imψ et l’image est Kerψ (ceci revient a` choisir un isomorphisme entre
Cokerψ et Kerψ qui sont de dimension 1, il n’y a qu’une solution a` scalaire pre`s). Ce morphisme
ve´rifie les conditions de syme´trie et d’annulation. L’e´le´ment (ϕ,ψ, ψ′) est donc dans F3. Ainsi
g−1(∂I13) est contenu dans F3 qui est irre´ductible de dimension e´gale a` dim(g
−1(∂I13)) (la fibre
ge´ne´rale est PGL(R)× PGL(W ) l’action sur F3 e´tant ge´ne´riquement libre).
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Corollaire 2. — La varie´te´ ∂I13 est une composante irre´ductible du bord de I3.
De´monstration : Nous savons [GS] que la restriction de g a` F4 est une application rationnelle
dominante sur I3. Or nous avons vu au fait 2 que F3 est adhe´rente a` F4. Son image par g, qui
est ∂I13, est donc adhe´rente a` I3. Dans [P1] nous de´crivons ∂I
1
3 comme le diviseur exceptionnel
d’un e´clatement.
E´le´ments de saut
Soit E ∈ ∂I13, nous e´tudions maintenant les e´le´ments de saut de E.
Proposition 3. — La varie´te´ Y des plans instables de E est une courbe ACM de degre´ 6 et de
genre 3 de Pˇ3. Elle a un point triple au point correspondant au plan de la conique C.
De´monstration : La varie´te´ d’incidence F(1, 3; 4) nous permet de calculer la re´solution de
l’ide´al de la courbe Y des plans instables qui est donne´ par R1q∗p
∗E :
0 −→ R⊗O
Pˇ3
(−4) −→W ⊗O
Pˇ3
(−3) −→ IY −→ 0
ou` R = H1E(−1), W = H1E et la multiplication est donne´e par la multiplication du module
de Rao de E. La courbe Y est ACM de degre´ 6 et de genre 3.
De plus, les groupes de cohomologie de E sont de´finis de la fac¸on suivante :
0 −→ H0θ(1) −→ H1E(−1) −→ H1E′′(−1) −→ 0 et H1E = H0θ(2)
Pour voir que Y a un point triple donne´ par le plan contenant la conique, nous regardons la
matrice A de la multiplication du module de Rao qui de´finit Y . La multiplication par l’e´quation
H du plan de la conique a un noyau de dimension 2 dans H1E(−1). Les mineurs 2 × 2 de la
matrice A sont donc contenus dans le noyau de H (vu comme forme line´aire sur Vˇ ). Ainsi, la
courbe Y a un point triple au point de Pˇ3 dont l’ide´al est engendre´ par le noyau de H.
Si E ∈ ∂I13, notons Γ la courbe rationnelle quintique trace´e sur G de´finie a` la proposition 1.
Proposition 4. — La varie´te´ des droites bisauteuses de E s’identifie a` celle des trise´cantes a`
Y la courbe des plans instables. C’est une courbe de degre´ 8 re´union de Γ et d’une cubique du
plan dual de celui de la conique C.
La courbe Y est le lieu double de la surface re´gle´e de´finie par Γ et le lieu triple de celle de´finie
par la courbe des droites bisauteuses.
De´monstration : Une droite L qui passe par le point triple de Y est trise´cante a` Y (c’est a`
dire ve´rifie la condition h1IY (1)|L > 0) si elle recoupe Y ou est tangente a` Y au point triple. Les
trise´cantes a` Y passant par le point triple forment donc une cubique du plan dual de celui de la
conique qui correspond a` la projection de Y par rapport a` son point triple. De fac¸on ge´ne´rale,
les trise´cantes a` Y sont donne´es par le 0ie`me ide´al de Fitting Q de R1q∗p
∗(IY (1))(1) (avec la
varie´te´ d’incidence F(2, 3; 4)) qui a la re´solution suivante :
R⊗K −→W ⊗OG −→ Q −→ 0
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Par ailleurs, les bisauteuses de E sont donne´es (graˆce a` la varie´te´ d’incidence F(1, 2; 4)) par
le 0ie`me ide´al de Fitting de R1q∗p
∗E qui a la meˆme re´solution. Les droites bisauteuses sont donc
les trise´cantes a` la courbe Y des plans instables.
Les droites bisauteuses sont donne´es par le support du conoyau de la fle`che suivante :
q∗p
∗E′′ −→ q∗p
∗θ(2). Par de´finition de E′′, en dehors du plan des droites coupant la conique en
deux points, ce support est exactement l’image de la section de PC(E
′′) de´finie par la surjection
E′′ −→ θ(2). La courbe Γ est donc le lieu des trise´cantes a` Y qui ne passent pas par le point
triple. La seconde composante du lieu des droites bisauteuses est alors donne´e par les trise´cantes
qui passent par le point triple, c’est la projection de Y a` partir de son point triple. C’est une
cubique du plan des droites du plan de C.
Il reste a` de´terminer le lieu singulier des surfaces re´gle´es. Or si H est un plan stable, nous
avons la suite exacte
0 −→ OH −→ EH(1) −→ IZ(2) −→ 0
ou` Z est de longueur 4. Une droite de H est bisauteuse si elle passe par trois points de Z. Il en
existe donc au plus une et les plans stables ne sont pas dans le lieu singulier. Si H est instable
nous avons la suite exacte
0 −→ OH −→ EH −→ IZ −→ 0
avec Z de longueur 3. Les trois droites passant par deux des points de Z sont alors bisauteuses.
Les plans instables forment donc le lieu triple de la surface re´gle´e des bisauteuses. De plus, une
de ces droites est contenue dans le plan de C (car deux des trois points de Z sont sur la conique)
et les deux autres sont sur la surface re´gle´e qui correspond a` Γ.
Remarque 3. — Notons Ht6,3 (resp. H
1
6,3) le ferme´ de H6.3 (resp. de H
t
6,3) des courbes ayant un
point triple (resp. dont la courbe des trise´cantes est trace´e sur un complexe line´aire de droites).
Les varie´te´s ∂I13, H
5
5 et H
1
6,3 sont birationnelles et irre´ductibles. Les morphismes de ∂I
1
3 vers
H55 et H
1
6,3 sont donne´s respectivement par les droites bisauteuses et les plans instables d’un
faisceau. Les morphismes entre H55 et H
1
6,3 sont donne´s dans un sens par le lieu double de la
surface et dans l’autre par le lieu des trise´cantes ne passant pas par le point triple. Cette dernie`re
correspondance birationnelle est de´crite plus en de´tails dans [P2].
3 La famille ∂I23
Nous e´tudions un ouvert U de l’espace MP3(0, 3, 2) qui parame´trise les faisceaux de rang 2
sans torsion semi-stables et de classes de chern c1 = 0, c2 = 3 et c3 = 2 de P
3. Nous montrons
que la donne´e d’un faisceau E′′ dans U est e´quivalente a` celle de la surface forme´e par la re´union
de ses droites bisauteuses et nous de´crivons ge´ome´triquement les surfaces ainsi obtenues.
Exemple 1. — Soit Y une courbe de degre´ 7 et de genre 2 assez ge´ne´rale (notamment lisse
et irre´ductible) et ξ un e´le´ment non nul de Ext1O
P3
(IY (4),OP3). Il de´finit une extension dont le
terme central est un faisceau E′′(2). Le faisceau E′′ est re´flexif (voir [Ha2]) et E′′ ∈MP3(0, 3, 2).
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De plus pour Y assez ge´ne´rale, ces faisceaux sont a` cohomologie minimale en degre´s variant de
-2 a` 1. Ils forment donc un ouvert dans MP3(0, 3, 2).
Soit U0 l’ouvert de MP3(0, 3, 2) (qui contient les faisceaux de l’exemple) des faisceaux E
′′
tels que la cohomologie de E′′(−2), E′′(−1), E′′ et E′′(1) est naturelle, c’est a` dire qu’au plus un
groupe de cohomologie est non nul. On a alors h2E′′(−2) = 1, h1E(−1) = 2, h1E = 3 et tous les
groupes de cohomologie de E(1) sont nuls. Cet ouvert U0 contient des faisceaux re´flexifs et des
faisceaux sans torsion. Nous de´crirons les sous-varie´te´s correspondantes et le lieu singulier des
faisceaux sans torsion. Soit E′′ dans U0 et conside´rons la suite spectrale de Beilinson associe´e
a` E′′(1) (voir par exemple [OSS]) : Ep,q1 = H
qE′′(p + 1) ⊗ Ω−p(p)⇒ E′′(1). Nous en de´duisons
les deux suites exactes :
0 −→ H1E′′(−1)⊗ Ω2(2) −→ H1E′′ ⊗ Ω1(1) −→ F −→ 0 (1)
0 −→ H2E′′(−2)⊗OP3(−1) −→ F −→ E
′′(1) −→ 0
Remarques 4. — (ı) Soit W la varie´te´ des faisceaux F obtenus graˆce a` une suite exacte du
type de (1). Nous montrons (proposition 5) qu’elle est birationnelle au sche´ma de Hilbert H3,0
des cubiques gauches irre´ductibles. La fibre du morphisme de U0 vers W au dessus de F est
un ouvert de P(H0F (1)ˇ) (la` ou` la section est injective). En effet, si E′′(2) est le conoyau d’une
section de F (1), alors E′′ a la cohomologie souhaite´e.
(ıı) Si E′′ est re´flexif, alors le faisceau F est localement libre. En effet, soit Z, le lieu d’an-
nulation de la section de F (1), nous avons la suite exacte
0 −→ OZ(1) −→ Ext
1(E′′(1),OP3) −→ Ext
1(F,OP3) −→ 0
le sche´ma Z est ne´cessairement de codimension 3 et dans ce cas sa longueur est donne´e par
c3(F ) qui vaut ici 2. Or Ext
1(E′′(1),OP3) est aussi de longueur 2 (sa longueur est c3(E
′′) voir
[Ha2]) et nous voyons que la premie`re fle`che est un isomorphisme donc le dernier terme de la
suite exacte est nul et F est localement libre.
Etude des e´le´ments de saut
Dans la proposition suivante, le faisceau F est donne´ par un faisceau E′′ ∈ U0.
Proposition 5. — La varie´te´ des plans instables de E′′ est une cubique gauche C de Pˇ3. Si C
est irre´ductible, le dual de F est un fibre´ de Schwarzenberger associe´ a` C.
De´monstration : Les plans instables de E′′ sont e´videment ceux de F (−1). Les formules de
Bott et la suite exacte (1) montrent que pour tout plan H le groupe H2FH(−1) est nul. Les
plans instables sont donc les plans H qui ve´rifient la condition h1FH(−1) > 1. La varie´te´ des
plans instables est donne´e par le premier ide´al de Fitting du faisceau R1q∗p
∗FF(1,3;4)(0,−1) qui
admet la re´solution suivante :
0 −→ H1F (−2) ⊗O
Pˇ3
(−1)
M
−→ H1F (−1) ⊗O
Pˇ3
−→ R1q∗p
∗FF(1,3;4)(0,−1) −→ 0
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Mais on a H1F (−2) = H1E(−1) et H1F (−1) = H1E qui sont de dimensions respectives 2 et
3. Ce premier ide´al de Fitting est une cubique gauche sauf si les mineurs de M ont un facteur
commun. C’est alors un plan ou une quadrique. Dans ce cas la fle`che de Ω2(2)
2
dans Ω1(1)
3
qui de´finit F n’est plus injective ce qui ne peut se produire. Le faisceau F est comple`tement
de´termine´ par cette courbe (elle de´termine la suite exacte (1)).
Six cas sont possibles si la cubique n’est pas irre´ductible (en excluant les matrices qui donnent
des surfaces) : la courbe est re´union d’une conique et d’une droite se coupant en un point ou une
chaine de trois droites ou trois droites concourantes non coplanaires ou une droite double et une
droite non contenue dans son plan qui la recoupe ou une droite triple dans un coˆne quadratique
ou enfin une droite triple donne´e par le carre´ de l’ide´al d’une droite (pour la description de ces
courbes, voir [R]). Le faisceau F ge´ne´ral obtenu dans le cas ou` C de´ge´ne`re est alors sans torsion
de lieu singulier contenant une droite. L’espace vectoriel H0F (1) est toujours de dimension 10 et
les faisceaux E′′ obtenus sont sans torsion et leur lieu singulier contient une droite. Ces faisceaux
forment un ferme´ de codimension 1 de U0.
Nous nous plac¸ons dans toute la suite sur l’ouvert U de U0 forme´ des faisceaux dont la
courbe des plans instables est une cubique gauche irre´ductible. Cette cubique est isomorphe a`
P
1. Notons alors Sn la repre´sentation irre´ductible de dimension n + 1 de SL2. Dans ce cas, le
faisceau Fˇ (1) est un fibre´ de Steiner : on a une re´solution
0 −→ C2 ⊗OP3(−1)
u
−→ C5 ⊗OP3 −→ Fˇ (1) −→ 0
et les plans instables de F (−1) sont donne´s par C. Les re´sultats de [V] nous permettent de dire
que Fˇ (1) est un fibre´ de Schwarzenberger associe´ a` C. Les espaces vectoriels C2 et C5 s’identifient
alors a` S1 et S4.
Rappelons que l’on se place maintenant sur l’ouvert U de U0 forme´ des faisceaux dont la
courbe des plans instables est une cubique gauche irre´ductible. Nous e´tudions maintenant la
fibre du morphisme de U dans W au dessus de F , c’est a` dire aux sections de F (1).
Remarques 5.— (ı) L’espace vectoriel H0F (1) est isomorphe a` S2S3 en tant que SL2-module.
L’espace vectoriel Vˇ est isomorphe a` S3. Ainsi, nous avons l’identification Λ
2V = Λ2S3 = S
2S2
(voir [FH]). La varie´te´ des bise´cantes a` C de´crit le plongement de Veronese v de P2 = P(S2)
dans G ⊂ P(Λ2V ) d’image V.
Dans P(S2) nous avons une conique canonique C0 dont l’image v(C0) dans V est la courbe
des tangentes a` C. La donne´e de s ∈ S2S3 = S
3S2 (loi de re´ciprocite´ de Hermite, voir [FH])
correspond a` la donne´e d’une cubique X de P(S2). La courbe v(X) est alors elliptique de degre´ 6
sur V. Cette courbe de´finit une surface re´gle´e sextique elliplique S dont le mode`le non singulier
est donne´ par la restriction du quotient tautologique Q de la grassmanienne a` v(X). Le mode`le
non singulier de la surface duale Sˇ est donne´ par la restriction de Kˇ a` v(X).
(ıı) Nous de´terminons (proposition 10) les conditions ne´cessaires et suffisantes sur l’e´le´ment
de S2S3 (la section de F (−1)) pour que le faisceau E
′′ soit re´flexif.
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Proposition 6. — La varie´te´ des droites de saut de F (−1) s’identifie a` la Ve´ronese V des
bise´cantes a` C.
De´monstration : La varie´te´ d’incidence permet de montrer que les droites sauteuses sont
donne´es par le support du faisceau R1q∗p
∗FF(1,2;4)(0,−1) dont on a une pre´sentation :
H1F (−2)⊗K
α
−→ H1F (−1) ⊗OG −→ R
1q∗p
∗FF(1,2;4)(0,−1) −→ 0
Par ailleurs, les bise´cantes a` C sont donne´es (cf. [GP]) par le support du faisceau R1q∗J ou` J est
l’ide´al de p−1C dans F(2, 3; 4). Or ce faisceau admet la re´solution suivante : S1⊗OF(2,3;4)(−3) −→
S2 ⊗OF(2,3;4)(−2) −→ J −→ 0 qui nous donne la pre´sentation
S1 ⊗K(−1)
β
−→ S2 ⊗OG(−1) −→ R
1q∗J −→ 0
Les fle`ches β(1) et α sont e´gales et les deux faisceaux ont donc le meˆme ide´al de Fitting.
Cette e´tude nous permet d’identifier le faisceau R1q∗p
∗FF(1,2;4)(0,−1) ⊗ OG(1) au faisceau
R1q∗J ⊗ OG(2). Ce dernier faisceau est localement libre de rang 1 sur V. En effet, si la droite
L coupe C en a points on a JL = OL(−a). Or une cubique gauche a au plus des bise´cantes
ainsi H1JL est non nul si et seulement si L est bise´cante a` C et alors h
1JL = 1. Ainsi le
faisceau R1q∗J ⊗OG(2) est inversible sur V. La pre´sentation de R
1q∗J nous permet de dire que
R1q∗J ⊗OG(2) s’identifie a` OP(S2)(3).
Proposition 7. — La courbe v(X) est la courbe des droites bisauteuses de E′′.
De´monstration : Notons G le faisceau R1q∗p
∗FF(1,2;4)(0,−1) ⊗ OG(1). Nous avons vu a` la
proposition pre´ce´dente que ce faisceau G est isomorphe a` OP(S2)(3) d’ou` l’identification de H
0G
a` S3S2. Les sections de G et de F (1) sont les meˆmes et la section s de F (1) nous donne une
section s0 de G. La cubique plane X de´finie par s est exactement le lieu des ze´ros de s0. Or nous
avons la suite exacte :
OG
s0−→ G −→ R1q∗p
∗E′′
F(1,2;4) ⊗OG(1) −→ 0
ce qui montre que les bisauteuses de E′′ sont exactement donne´es par v(X).
Etude de la surface re´gle´e
Pour aborder la suite de l’e´tude deU, trois points de vue sont possibles : e´tudier les diffe´rents
faisceaux E′′ obtenus a` partir d’une cubique gauche C et d’une cubique plane X de P(S2) ou
de´crire la position d’une cubique plane X par rapport a` une conique fixe´e (la conique canonique
C0 de P(S2)) ou encore de´crire la surface S (ou Sˇ) et notamment pre´ciser son mode`le non
singulier.
Les questions qui se posent sur E′′ sont alors de savoir si E′′ est re´flexif ou non et de de´crire
son lieu singulier. Pour la position de X par rapport a` C0, dans [P2] nous avons montre´ que l’on
a soit deux, soit un unique soit une infinite´ de triplets sur X associe´s a` la conique (sommets
d’un triangle de Poncelet tangent a` C0). Enfin la surface Sˇ e´tant re´gle´e sur une courbe elliptique
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X, les re´sultats de [Ha1] (the´ore`me V.2.15) vont nous permettre de dire que le faisceau KˇX ,
localement libre de rang 2 sur X, est soit somme directe de deux faisceaux inversibles de degre´s 3
non isomorphes, soit extension non triviale de deux faisceaux inversibles de degre´s 3 isomorphes,
soit somme directe de deux faisceaux inversibles de degre´s 3 isomorphes.
Nous montrons que ces trois proble`mes sont e´quivalents et que les diffe´rents cas se corre-
spondent.
Proposition 8. — Le faisceau KˇX est de l’une des deux formes suivantes :
(ı) somme directe de deux faisceaux inversibles de degre´ 3
(ıı) extension non triviale d’un faisceau inversible de degre´ 3 par lui meˆme
De´monstration : La restriction de la suite exacte tautologique de G a` V nous donne :
0 −→ S1 ⊗OP(S2)(−1) −→ S3 ⊗OP(S2) −→ KˇV −→ 0
Le fibre´ KˇV est donc un fibre´ de Schwarzenberger [S].
Le groupe H0KˇX(−1) est nul : il s’identifie a` H
1KˇV(−4) qui est nul. Comme le degre´ de
KˇX(−1) est nul et qu’il n’a pas de sections, ce faisceau ne peut eˆtre somme directe de deux
faisceaux de degre´s non nul. Le faisceau KˇX est donc de l’une des deux formes souhaite´es ([Ha1]
the´ore`me V.2.15).
Proposition 9. — La varie´te´ des quotients inversibles de degre´ 3 de KˇX s’identifie a` celle des
triplets de points associe´s a` C0 sur la cubique X.
De´monstration : La varie´te´ des triplets de points associe´s a` C0 s’identifie a` celle des sections
de KˇV : les sections s’annulent exactement sur les triplets (voir par exemple [Ba] ou [P2]). Si un
triplet Z est sur X alors la restriction a` X nous donne une surjection KˇX −→ OX(2 − Z), ce
dernier faisceau est inversible de degre´ 3.
Re´ciproquement, soit L un quotient inversible de degre´ 3 de KˇX . Notons L
′ le noyau de
KˇX −→ L qui est inversible de degre´ 3. Soit N le noyau de la compose´e KˇV −→ KˇX −→ L.
Nous avons la suite exacte
0 −→ KˇV(−3) −→ N −→ L
′ −→ 0
L’espace vectoriel H0N est le noyau de la fle`che de H0L′ dans H1KˇV(−3). Ces groupes sont de
dimension respectives 3 et 2. Le faisceau N a donc au moins une section qui nous de´finit une
section de KˇV (donc un triplet Z) et ainsi une surjection IZ(2) −→ L. La restriction de cette
surjection a` X nous donne alors le diagramme suivant :
0 −→ OZ∩X −→ IZ(2)X −→ OX(2− (Z ∩X)) −→ 0
↓
L
Comme L est sans torsion la fle`che OZ∩X −→ L est nulle. Nous avons donc une fle`che surjective
de OX(2 − (Z ∩X)) vers L qui doit eˆtre un isomorphisme. Le degre´ de OX(2 − (Z ∩ X)) est
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6−Card(Z ∩X) et doit eˆtre e´gal a` deg(L) c’est a` dire 3. Ceci n’est possible que si Z est contenu
dans X c’est a` dire si la section correspond a` un triplet sur la cubique.
Il nous reste a` ve´rifier que cette section est uniquement de´termine´e. Si h0N ≥ 2 alors nous
avons le diagramme suivant :
0 −→ O2V −→ KˇV −→ OC1(2) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ L′ −→ KˇX −→ L −→ 0
ou` C1 est une conique. Ceci est absurde car L est localement libre sur la cubique X alors que
OC1(2) −→ L doit eˆtre surjective.
Remarque 6. — Cette proposition nous permet de mettre en rapport la proposition 8 et les
re´sultats de [P2]. En effet, nous avons trois cas selon que KˇX a deux, un seul ou une infinite´ de
quotients inversibles de degre´ 3. De la meˆme fac¸on, nous avons sur X deux, un unique ou une
infinite´ de triplets associe´s a` la conique canonique. Chacun des trois cas se correspondent.
Paralle`lement, les re´sultats de [P2] nous permettent de dire que ge´ne´riquement une cubique
a deux triplets en relation avec la conique canonique, qu’il existe une hypersurface irre´ductible
de degre´ 6 de l’espace des cubiques ou` il y a un unique triplet et trois ferme´s irre´ductibles de
codimension 3 et de degre´ respectifs 5, 30 et 12 de cubiques ayant une infinite´ de triplets. Les
courbes ge´ne´rales de ces ferme´s sont respectivement une cubique irre´ductible, la re´union d’une
droite et d’une conique en relation de Poncelet avec C0 et la re´union d’une conique et d’une
droite tangente a` C0.
La donne´e d’un quotient de rang 3 de KˇX correspond a` la donne´e d’une section de la surface
Sˇ. C’est une courbe elliptique de degre´ 3 c’est a` dire une cubique plane. Il y a donc selon les cas
deux, une unique ou une infinite´ de cubiques planes trace´es sur Sˇ. L’intersection re´siduelle de Sˇ
et du plan d’une telle cubique est forme´e de trois ge´ne´ratrices de la surface (les trois points du
triplet sur X). De telles cubiques correspondent donc a` des points triples de S, il y en a donc
deux, un unique ou une infinite´.
Nous e´tudions maintenant le faisceau E′′ dans chacun de ces cas. Remarquons qu’un triplet
de points associe´ a` C0 ou encore une section de KˇV correspond a` un planH de Pˇ
3 : les trois points
de V sont les trois bise´cantes a` C passant par les points de H ∩ C. Les triplets correspondent
donc aux points de P3. L’incidence point/droite restreinte a` V est de degre´ 3 au dessus de P3.
C’est l’incidence I entre diviseurs de degre´s 2 et 3 sur P1 (nous noterons toujours p et q les
projections).
Proposition 10. — Un point de P3 est singulier pour E′′ si et seulement si son triplet associe´
a` C0 est sur la cubique X. Ces points sont aussi le lieu triple de S.
De´monstration : Le faisceau F est un fibre´ de Scharzenberger pour l’incidence entre P2 = V
et P3. La varie´te´ d’incidence I a la re´solution suivante dans P2 × P3 :
0 −→ OP2×P3(−2,−2) −→ KV ⊗OP2×P3(0,−1) −→ OP2×P3 −→ OI −→ 0
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ce qui nous donne la re´solution :
0 −→ S2 ⊗OP3(−2) −→ S1 ⊗ S4 ⊗OP3(−1) −→ S
2S3 ⊗OP3 −→ p∗q
∗OP2(3) −→ 0
Cependant F (1) est le noyau du morphisme de S1⊗OP3(2) dans S4⊗OP3(3) (cf. proposition 5)
donc le complexe d’Eagon Northcott (voir par exemple [GP]) nous donne la suite exacte suivante
(on note O pour OP3) :
0 −→ S2 ⊗O(−2) −→ S1 ⊗ S4 ⊗O(−1) −→ S
2S3 ⊗O −→ S1 ⊗O(2)
u
−→ S4 ⊗O(3) −→ 0
ou` F (1) est le noyau de u. Le faisceau p∗q
∗OP2(3) s’identifie donc a` F (1) qui est alors un module
inversible sur la OP3-alge`bre finie p∗OI . La fle`che de OP3 dans F (1) est donc nulle si et seulement
si celle de p∗OI dans F (1) est nulle. Mais alors la section de OP2(3) de´finissant X nous donne
le morphisme de p∗q
∗OP2 dans F (1) dont le conoyau est p∗q
∗OX (le support de ce faisceau est
la surface S). Le lieu triple de ce dernier faisceau de´crit les triplets de points associe´s a` C0 qui
sont sur X. Ce lieu est donc donne´ par l’annulation de la fle`che de p∗OI dans F (1) ce qui est
e´quivalent a` l’annulation de s. C’est donc le lieu singulier de E′′.
Nous de´crivons dans la proposition suivante le lieu singulier du faisceau E′′ lorsqu’il est infini.
Ceci a lieu sur trois ferme´s irre´ductibles des cubiques planes (cf. remarque 6).
Proposition 11. — Si X est une cubique irre´ductible ayant une infinite´ de triplets associe´s a`
C0, la re´union d’une droite et d’une conique en relation de Poncelet avec C0 ou la re´union d’une
conique et d’une droite tangente a` C0 alors le lieu singulier de E
′′ est une cubique gauche, une
droite ou une conique.
De´monstration : Les points singuliers de E′′ sont donne´s par les quotients inversibles de rang
3 de KˇX . Or on sait que dans ce cas KˇX = L⊕L ou` L est inversible de degre´ 3. Ainsi les seuls
quotients possibles sont isomorphes a` L et ces quotients sont donne´s par P(Hom(L⊕L,L)) = P1.
Le lieu singulier de E′′ est donc une courbe rationnelle de P3. Son degre´ est donne´ par le nombre
de points dans un hyperplan, c’est a` dire par le nombre de triplets tangents en un point fixe´ de
la conique. Le degre´ est 3, 1 et 2 dans chacun des trois cas conside´re´s.
Nous re´sumons les re´sultats obtenus sur la famille U dans le the´ore`me suivant. Les re´sultats
sur les sous varie´te´s de U : codimension, irre´ductibilite´ et degre´s viennent de l’e´tude de la
position d’une cubique plane par rapport a` une conique fixe´e de´taille´e dans [P2]. Notons Ψ le
morphisme de U dans H3,0 qui a` un faisceau associe sa courbe des plans instables.
The´ore`me 1. — (ı) Le morphisme Ψ est surjectif. La fibre de Ψ au dessus de C ∈ H3,0 est un
ouvert de P(H0OS2C(3)) la famille des cubiques du plan S
2C (dont l’image dans G est la famille
des sextiques elliptiques de la Ve´ronese V des bise´cantes a` C).
(ıı) La sous-varie´te´ U′ des faisceaux re´flexifs ayant un unique point singulier est une hyper-
surface irre´ductible donne´e dans chaque fibre par une hypersurface irre´ductible de degre´ 6.
(ııı) Le lieu des faisceaux non re´flexifs est re´union de trois ferme´s irre´ductibles de codimen-
sion 3 donne´s dans les fibres par des ferme´s irre´ductibles de degre´s 5, 30 et 12.
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Notons Hd6,3 (resp. H
2
6,3) le localement ferme´ de H6,3 (resp. H
d
6,3) des courbes re´union d’une
cubique gauche irre´ductible et d’une cubique plane qui se coupent en trois points (resp. dont la
surface des trise´cantes non contenues dans le plan de la cubique porte une seule cubique plane).
Nous pouvons de´finir une application rationnelle r de Hd6,3 vers U : la cubique gauche C
de´finit un point de H3,0 et la cubique plane de´termine une courbe elliptique de degre´ 6 sur la
Ve´ronese V des bise´cantes a` C. En effet, a` un point de la cubique plane on associe la bise´cante
a` la cubique gauche passant par ce point. Le the´ore`me 1 nous permet de dire que ceci de´finit un
e´le´ment E′′ de U. La cubique gauche C est alors la courbe des plans instables de E′′.
Corollaire 3. — L’application rationnelle r est dominante de degre´ 2. Elle est ramifie´ au
dessus de U′. L’image re´ciproque de U′ est H26,3.
De´monstration : Une courbe de la fibre au dessus de E′′ est re´union d’une cubique gauche C
et d’une cubique plane C ′ la rencontrant en trois points. La cubique gauche C est la courbe des
plans instables de E′′. La surface des trisce´cantes a` C ∪ C ′ (non contenues dans le plan de C ′)
est la surface S recouverte par les droites bisauteuses de E′′. La courbe C et la surface S sont
donc fixe´es par E′′. La fibre est de´termine´e par les cubiques planes C ′ trace´es sur S. L’e´tude
pre´de´dente nous permet de dire que ge´ne´riquement il y a deux telles cubiques et qu’au dessus
de U′ il y en a une unique. La fibre au dessus des trois composantes du lieu ou` le faisceau est
non re´flexif est infinie.
Lien avec les instantons de degre´ 3
Nous montrons le lien entre la famille U et les instantons de degre´ 3. Donnons nous, pour
un faisceau E′′ ∈ U′ dont le lieu singulier est concentre´ au point P , une fle`che surjective vers le
faisceau du point : E′′ −→ OP . Le noyau E est un e´le´ment de MP3(0, 3, 0). Par l’interme´diaire
de la varie´te´ F, nous de´terminons un morphisme canonique E′′ −→ OP dont le noyau est dans
le bord de I3. Ces faisceaux forment une composante irre´ductible du bord.
Pour construire les de´formations nous utilisons les transformations cubo-cubiques. Nous
avons vu que que la famille ∂I13 et la famille U
′ sont chacune birationnelles a` des ferme´s du
sche´ma de H6,3. Le morphisme f nous permet de remonter ces courbes en des transformations
cubo-cubiques. Notons Tt3, T
1
3, T
d
3 et T
2
3 les images re´ciproques par f de H
t
6,3, H
1
6,3, H
d
6,3 et H
2
6,3.
Proposition 12. — Les transformations cubo-cubiques de Td3 (resp. T
2
3) sont obtenues comme
inverses de celles de Tt3 (resp. T
1
3). La varie´te´ T
1
3 (resp. T
2
3) est l’intersection de pi(F) avec T
t
3
(resp. Td3). Enfin on a pi
−1(T13) = F3 et pi
−1(T23) = F1.
De´monstration : Nous commenc¸ons par de´crire les re´solutions des ide´aux des courbes des
diffe´rentes sous-varie´te´s du sche´ma de Hilbert.
Lemme 3. — Soit t ∈ Tt3, il existe des bases de W et de V telles que cette application s’e´crive
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comme une matrice 4× 4 (de V dans W ) a` coefficients dans Rˇ sous la forme suivante :(
A 0
C D
)
ou` A est de taille 3× 3. De plus, on peut choisir A syme´trique si et seulement si t ∈ T13.
De´monstration : Soit t ∈ Tt3 et soit Y la courbe de H
t
6,3 correspondant a` t. Son ide´al est
re´solu par :
0 −→ R⊗O
P(Vˇ )(−4)
t
−→W ⊗O
P(Vˇ )(−3) −→ IY −→ 0
Le point triple est donne´ par le deuxie`me ide´al de Fitting de IY donc par les mineurs 2× 2 de
la matrice 3× 4 (de R dans W ) a` coefficients dans Vˇ . Ils sont tous dans l’ide´al engendre´ par le
noyau de H ∈ V de´finissant le point triple. Nous avons donc une matrice 4× 4 (de V dans W )
a` coefficients dans Rˇ de la forme voulue. Si une transformation cubo-cubiques peut s’e´crire sous
cette forme elle donne e´videment une courbe de degre´ 6 et de genre 3 ayant un point triple.
De plus, la courbe Y est sur un complexe de droites si et seulement si la matrice est la
multiplication du modules de Rao d’un faisceau de ∂I13 ce qui nous donne exactement la condition
de syme´trie (voir le paragraphe pre´ce´dent : e´tude de ∂I13).
Lemme 4. — Soit t ∈ Td3, il existe des bases de W et de V telles que cette application s’e´crive
comme une matrice 4× 4 (de V dans W ) a` coefficients dans Rˇ sous la forme suivante :(
A 0
C D
)
ou` D est de taille 3× 3. De plus, on peut choisir D syme´trique si et seulement si t ∈ T23.
De´monstration : Soit t ∈ Td3 et soit Y
′ la courbe correpondante qui est ACM de degre´ 6 et
de genre 3. Son ide´al ve´rifie :
0 −→ IY ′ −→ IC −→ L
′ −→ 0
ou` C est une cubique gauche et L′ est supporte´ par une cubique plane C ′ rencontrant C en trois
points. Les re´solutions de L′ et IC sont :
0 −→ R⊗O
P(Vˇ )(−4) −→ (R⊕B)⊗OP(Vˇ )(−3)
(a,H)
−→ B ⊗O
P(Vˇ )(−2) −→ L
′ −→ 0
et
0 −→ R0 ⊗OP(Vˇ )(−3) −→W0 ⊗OP(Vˇ )(−2) −→ IC −→ 0
ou` R et B sont des espaces vectoriels de dimension 3 et R0 et W0 sont des espaces vectoriels
de dimensions respectives 2 et 3. La fle`che de IC dans L
′ nous de´finit des fle`ches de W0 dans
B et de R0 dans R ⊕ B. Comme Y
′ est ACM, on a ne´cessairement W0 ⋍ B. Ceci impose que
l’application de R0 dans R⊕B est injective. Notons W le conoyau de cette injection, nous avons
la re´solution de l’ide´al IY ′ :
0 −→ R⊗O
P(Vˇ )(−4)
M
−→W ⊗O
P(Vˇ )(−3) −→ IY ′ −→ 0
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Enfin, comme C n’a pas de composante dans le plan de C ′, on voit, par restriction a` ce plan,
que R0 ∩B est nul dans R⊕B. Ceci nous permet de dire que les fle`ches R0 −→ R et W0 −→W
sont injectives. En prenant des bases de R0 et W0 comple´te´es en des bases de R et de W , la
matrice M s’e´crit : (
N ∗
0 H
)
ou` N est la matrice de la cubique gauche et H est l’e´quation du plan de C ′. Soit V0 le sous-espace
vectoriel de dimension 3 de V qui est le noyau de la forme line´aire H ∈ Vˇ . En prenant un base
de V0 comple´te´e en une base de V on a une matrice de la forme voulue. Dans les notations de
l’e´nonce´, la matrice D repre´sente l’e´le´ment de Rˇ⊗ Vˇ0⊗W0. Si une transformation cubo-cubique
s’e´crit sous cette forme elle donne une courbe de Hd6,3.
La courbe est dans H26,3 si il y a une unique cubique plane sur la surface des trise´cantes. Or
nous avons vu que ceci n’est possible que si le faisceau K(1)X est extension non triviale d’un
faisceau L par lui meˆme qui est alors une the´ta-caracte´ristique (car Λ2K(1)X = OX). La courbe
X est la courbe des droites parame´trisant les trise´cantes vue dans le plan des bise´cantes de C.
De plus, l’application rationnelle du plan de X dans celui de C ′ qui a une bise´cante de C
associe son point d’intersection avec le plan de C ′ est la transformation quadratique associe´e
aux sommets du triangle de Poncelet sur X (c’est a` dire aux points de´finis par L). Sa re´ciproque
est la transformation quadratique associe´e aux points de C ∩ C ′. Cette application induit une
bijection de X sur C ′. Si L′ est donne´ par la multiplication R⊗O
P(Vˇ0)
(−3) −→W0⊗OP(Vˇ0)(−2),
alors L est donne´ par la multiplication R ⊗ OP(W0)(−3) −→ Vˇ0 ⊗ OP(W0)(−2). Le faisceau L
e´tant une the´ta-caracte´ristique, il existe un isomorphisme entre Rˇ et Vˇ0 tel que la compose´e
V0 ⊗ V0 −→ R⊗ V0 −→W0 se factorise par S
2V0.
Nous utilisons alors le re´sultat de Barth [Ba] suivant : si on a trois espaces vectoriels de
dimension trois R0, Vˇ0 et W0 et un e´le´ment de Rˇ ⊗ Vˇ0 ⊗W0 tel qu’il existe un isomorphisme
entre Rˇ et Vˇ0 tel que la compose´e V0⊗V0 −→ R⊗V0 −→ W0 se factorise par S
2V0, alors il existe
deux autres isomorphismes entre W0 et Vˇ0 et entre Rˇ et W0 tels que l’application R −→ Vˇ0⊗ Vˇ0
(resp. Vˇ0 −→ W0 ⊗W0) se factorise par S
2Vˇ0 (resp. S
2W0). Ceci n’est vrai qu’en dimension 3
car alors tous les re´seaux de quadriques ve´rifient la condition α3 de Barth (cf. [Ba]). Ce re´sultat
nous permet de choisir A syme´trique si et seulement si t ∈ T23.
Les transformations cubo-cubiques de Td3 (resp. T
2
3) sont les inverses de celles de T
t
3 (resp.
T13) car elles sont obtenues par e´change des roˆles de Vˇ et W . De plus, on sait que T
1
3 est l’image
de F3 dans T
t
3 (proposition 2) ainsi, par e´change des roˆles, nous voyons que T
2
3 est l’image de
F1 dans T
d
3. Nous avons ici disyme´trise´ les roˆles de W et Vˇ ce qui nous donne la dualite´ entre
ces deux cas.
Proposition 13. — Le complexe de´crit en introduction de´finit un morphisme h d’un ouvert de
Td3 vers MP3(0, 3, 2). Ce morphisme est la compose´e de f avec r. L’image re´ciproque de U
′ est
T23.
De´monstration : Nous construisons en fait un morphisme vers MP3(0, 3, 2) a` partir d’une
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varie´te´ dominant birationnellement Td3 ce qui nous donnera notre morphisme sur un ouvert.
Conside´rons ainsi la sous-varie´te´ F1 de T× P(Hom(W, Vˇ )). Cette varie´te´ contient la projection
naturelle de F1 comme une sous-varie´te´ de codimension 1. De plus F
1 domine birationnellement
Td3. En effet, le morphisme de F
1 vers T est birationnel sur son image (fait 3) qui est le Td3
(lemme 4). Sur la varie´te´ F1 nous avons un complexe universel :
R⊗ Ω2(2)
ϕ
−→W ⊗ Ω1(1)
ψ
−→ OP(V )
qui est injectif sur un ouvert de F1 et jamais surjectif. Sa cohomologie au centre nous donne un
faisceau plat qui de´crit un morphisme vers MP3(0, 3, 2).
Soit t ∈ Td3, son image par f nous donne une courbe Y
′ de Hd6,3. Le lemme 4 nous permet
d’e´crire le diagramme suivant :
0 0
↓ ↓
0 −→ R0 ⊗ Ω
2(2) −→ W0 ⊗ Ω
1(1) −→ F −→ 0
↓ ↓
0 −→ R⊗ Ω2(2) −→ W ⊗ Ω1(1) −→ Q −→ 0
↓ ↓
0 −→ OP3(−1) −→ Ω
2(2)
v
−→ Ω1(1) −→ IP −→ 0
↓ ↓
0 0
ou` le faisceau F est le fibre´ de Schwarzenberger associe´ a` la cubique gauche (cf. proposition 5)
et v est l’e´quation du plan H de Pˇ3 qui correspond a` un point P de P3. Le lemme du serpent
nous donne la suite exacte suivante 0 −→ OP3(−1) −→ F −→ Q −→ IP −→ 0. La construction
par le complexe nous dit que E′′(1) est le noyau de Q −→ IP alors que nous savons que l’image
de r est donne´e par le conoyau de OP3(−1) −→ F .
Nous calculons maintenant la limite d’une famille d’instantons dont le terme dans F tend
vers un e´le´ment t0 de F1. Soit donc A un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel k et tA
un A-point de F dont le point ge´ne´rique tg est dans F4 et le point spe´cial t0 est assez ge´ne´ral
dans F1. Soit E la famille plate obtenue a` partir de tA et du morphisme g.
Proposition 14 .—Le bidual E′′ du faisceau limite E de E est le faisceau deMP3(0, 3, 2) donne´
par h ◦ pi(t0).
De´monstration : On construit la monade R ⊗ Ω2(2)A −→ W ⊗ Ω
1(1)A −→ IA.P (ou` IA,P
est l’ide´al dans P3A du point P ∈ P
3
k ) obtenue a` partir du point tA. Le faisceau E est la
cohomologie au centre de cette monade. Les hypothe`ses de ge´ne´ricite´ nous permettent de dire
que la premie`re fle`che horizontale est injective meˆme au point spe´cial ce qui nous permet de
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conclure a` la platitude de E . La monade au point spe´cial est :
0 0
↓ ↓
0 −→ R⊗ Ω2(2) −→ K −→ E(1) −→ 0
‖ ↓ ↓
0 −→ R⊗ Ω2(2) −→ W ⊗ Ω1(1) −→ Q −→ 0
↓ ↓
L = L
↓ ↓
0 0
ou` L est une extension de IP par OP . Le bidual de E(1) est e´videment donne´ par le noyau de
la fle`che Q −→ IP de´duite de Q −→ L ce qui nous dit qu’il est donne´ par h ◦ pi(t0).
Remarquons que le faisceau L est une extension triviale c’est a` dire est isomorphe a` IP ⊕OP .
En effet, cette extension est donne´e par IA,P ⊗ k.
Soit E′′ ∈ U, soient ϕ et ψ au dessus de E′′ dans F1. Ces morphismes correspondent au
choix d’un e´le´ment dans la fibre de r (il y a, a` priori, deux choix mais si E′′ ∈ U′ il n’y aura
pas d’ambiguite´) puis d’un e´le´ment de PGL(R) × PGL(W ). Soit Q le conoyau de la fle`che
R ⊗ Ω2(2)
ϕ
−→ W ⊗ Ω1(1). Le faisceau E′′ est le noyau de la surjection Q −→ IP de´duite de
ψ. Nous avons donc une fle`che Hom(E′′,OP ) −→ Ext
1(Ip,OP ). La proposition pre´ce´dente nous
dit que pour qu’il existe une fle`che s de E′′ dans OP dont le noyau est un faisceau du bord de
I3, il faut que l’image de s dans Ext
1(Ip,OP ) soit nulle. Notons (∗) cette condition.
Proposition 15. — Un faisceau E′′ ∈ U ve´rifie la condition (∗) si et seulement si E′′ ∈ U′.
Sur U′, il existe un unique e´le´ment de Hom(E′′,OP ) nul dans Ext
1(Ip,OP ). Cet e´le´ment nous
de´finit un morphisme α de U′ dans MP3(0, 3, 0) birationnel sur son image.
De´monstration : Le faisceau E′′ est le noyau de la surjection Q −→ IP de´duite de ψ. Le point
P de´termine un sous-espace vectoriel V0 de dimension 3 de V et ψ de´termine un sous-espace
vectoriel W0 = Kerψ de dimension 3 de W et un quotient W1 de rang 1. On a la suite exacte :
0 −→ Vˇ0 −→ Hom(Q,OP ) −→ Hom(E
′′,OP ) −→ Ext
1(Ip,OP )
Nous allons montrer que selon que ψ′ existe ou non (i.e. selon que E′′ ∈ U′ ou non), l’espace
Hom(Q,OP ) est de dimension 4 ou 3 et qu’ainsi il existe ou non un e´le´ment de P(Hom(E
′′,OP ))
qui donne une extension triviale de Ip par OP .
La de´finition de Q nous permet de donner la suite exacte suivante :
0 −→ Hom(Q,OP ) −→ Wˇ ⊗ Vˇ0 −→ Rˇ⊗ V0 −→ Ext
1(Q,OP ) −→ 0
ou` la fle`che centrale est la compose´e :
Wˇ ⊗ Vˇ0
ϕ
−→ Rˇ⊗ Vˇ ⊗ Vˇ0 −→ Rˇ⊗ Vˇ0 ⊗ Vˇ0 −→ Rˇ⊗ Λ
2Vˇ0 −→ Rˇ⊗ V0
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L’espace vectoriel Wˇ1⊗ Vˇ0 est donc contenu dans Hom(Q,OP ). Pour savoir si le noyau est re´duit
a` cet espace ou est de dimension supe´rieure a` trois il faut e´tudier la fle`che re´duite qui est la
compose´e : Wˇ0 ⊗ Vˇ0 −→ Rˇ ⊗ Vˇ0 ⊗ Vˇ0 −→ Rˇ ⊗ Λ
2Vˇ0 −→ Rˇ ⊗ V0. Cette fle`che est non bijective
si l’image de Wˇ0 ⊗ Vˇ0 dans Rˇ ⊗ Vˇ0 ⊗ Vˇ0 rencontre Rˇ ⊗ S
2Vˇ0 c’est a` dire exactement si on peut
trouver un morphisme de W0 dans Vˇ0 qui rend la fle`che ϕ syme´trique. Ceci est exactement la
condition d’appartenance a` U′. Si le faisceau E est dans l’image de α, alors on retrouve E′′ qui
est le bidual de E.
Remarquons qui si on est dans un des trois ferme´s de codimension 3 de U pour lesquels E′′
est non re´flexif, alors le choix du morphisme de E′′ dans OP n’est plus canonique (on a un P
1
d’e´le´ments qui donnent une extension triviale de IP par OP ). Le morphisme α n’est donc pas
de´fini sur ces ferme´s.
Nous montrons enfin que le morphisme obtenu par composition de h ◦ pi de F1 dans U
′ avec
α de´finit un morphisme de F1 dansMP3(0, 3, 0) qui prolonge g sur F1. Pour ceci, nous montrons
que pour toute famille d’instantons E construite comme pour la proposition 14, la limite E est
l’image de t0 par α ◦ h ◦ pi.
Corollaire 4. — L’image de F1 par α ◦ h ◦ pi est une varie´te´ irre´ductible ∂I
2
3 de MP3(0, 3, 0)
qui est dans le bord de I3. Ce morphisme prolonge le morphisme g sur F1.
De´monstration : Soit E une famille d’instantons construite comme pour la proposition 14.
Soit E le faisceau limite et E′′ son bidual. Nous avons vu que E′′ est h ◦ pi(t0) et que E est le
noyau d’une fle`che s ∈ Hom(E′′,OP ) qui s’annule dans Ext
1(IP ,OP ). Mais alors ceci impose
(proposition 15) que E′′ ∈ U′ (car t0 est assez ge´ne´ral) et que le faisceau E est exactement
α(E′′).
Re´ciproquement, si E est ge´ne´ral dans l’image de α, alors son bidual E′′ est ge´ne´ral dans
U′ et l’e´le´ment t0 correspondant peut eˆtre choisit ge´ne´ral. Nous pouvons alors construire la
de´formation comme pour la proposition 14 dont la limite est E.
Remarquons que ce morphisme est de´fini par un faisceau universel sur F1. En effet, sur F1,
le morphisme h ◦ pi a` valeur dans MP3(0, 3, 2) est de´fini par le faisceau universel E
′′ donne´ sur
F1 × P
3 par la cohomologie au centre du complexe
R⊗ Ω2(2) −→W ⊗ Ω1(1) −→ O
Au dessus du localement ferme´ U′ de U, si on note Z le ferme´ U′×P3 de´fini par le lieu singulier,
le noyau de la fle`che de fibre´s Hom(E′′,OZ) −→ Ext
1(IZ ,OZ) est inversible. Ce faisceau nous
donne une section de U′ dans le fibre´ Hom(E′′,OZ) et le noyau E de la fle`che universelle
E′′ −→ OZ est le faisceau recherche´.
Remarque 7. — Nous de´crivons ici plus pre´cise´ment la conjecture de L. Gruson et G. Traut-
mann. Nous donnons e´galement quelques re´sultats comple´mentaires sur cette conjecture.
La conjecture affirme que tous les faisceaux E du bord de I3 sont sans torsion non localement
libres. Deux cas se pre´sentent selon que le bidual E′′ du faisceau E est localement libre ou non.
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Dans le premier cas (type 1), le lieu singulier de E est une courbe de degre´ infe´rieur ou e´gal
a` 3. Dans le second cas (type 2), le bidual est seulement re´flexif et on conjecture que le lieu
singulier d’un faisceau ge´ne´ral E est concentre´ en un point. Le bord de I3 aurait alors quatre
composantes de chaque type.
Les courbes associe´es aux faisceaux de type 1 seraient : une droite, une cubique gauche (ces
deux cas apparaissent dans [GS]), une conique (c’est le cas de ∂I13 que nous traitons ici) et une
cubique plane (ce cas peut eˆtre obtenu par “de´formation par homothe´tie”).
Les quatres composantes de type 2 correspondraient a` des faisceaux re´flexifs de troisie`me
classe de Chern vallant 2, 4, 6 ou 8. Nous traitons ici le cas c3 = 2 (varie´te´ ∂I
2
3). Des faisceaux
appartenant aux cas c3 = 4 ou 6 peuvent eˆtre obtenus par “de´formation de courbes” et pour
c3 = 8 par “de´formation par homothe´tie”.
Concernant la conjecture de L. Gruson et G. Trautman sur le bord de I3, nous savons
construire sept composantes irre´ductibles en codimension 1 sur les huit pre´dites. L’existence de
la composante du second type correspondant a` c3 = 6 est plus incertaine : nous savons construire
des familles de tels faisceaux mais qui sont en codimension au moins 2.
4 Quelques situations ge´ome´triques associe´es
Nous de´crivons dans ce paragraphe deux applications ge´ome´triques des re´sultats pre´ce´dents.
Nous donnons une parame´trisation de l’espace des modules des courbes de degre´ 7 et de genre 2.
Nous exhibons une famille I de dimension 36 d’involutions birationnelles de P3 et nous donnons
une repre´sentation birationnelle de cette famille.
Espace des modules des courbes de degre´ 7 et de genre 2
Notons H7,2 le sche´ma de Hilbert des courbes de degre´ 7 et de genre 2 de P
3. Nous avons
vu dans l’exemple 1 que si Y est une courbe de degre´ 7 et de genre 2 irre´ductible et lisse
alors le groupe Ext1O
P3
(IY (2),OP3(−2)) = H
0ωY est de dimension 2. Ainsi il existe un pinceau
d’extensions non nulles. Chacune de ces extensions donne un faisceau E′′ ∈ U0 qui est re´flexif. La
remarque 4 nous permet alors de dire que le faisceau F de´duit de E′′ graˆce a` la suite spectrale de
Beilinson est localement libre et donc associe´ a` une cubique gauche irre´ductible C (proposition
5). Le faisceau E′′ est alors dans l’ouvert U. La fle`che naturelle de F (1) dans IY (4) (qui se
factorise par E′′(2)) nous donne la suite exacte :
0 −→ O2
P3
−→ F (1) −→ IY (4) −→ 0 (∗)
Cette construction est inde´pendante du choix de l’extension et nous permet de de´finir un mor-
phisme Φ de H7,2 dans H3,0 le sche´ma de Hilbert des cubiques gauches irre´ductibles qui a la
courbe Y associe la cubique gauche C qui de´finit F .
Proposition 16. — La fibre de Φ au dessus d’une courbe C ∈ H3,0 est birationnellement
isomorphe a` G(2,H0OS2C(3)) la varie´te´ des pinceaux de cubiques du plan S
2C.
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De´monstration : Soit donc C ∈ H3,0. La donne´e de Y ∈ H7,2 au dessus de C nous permet
de de´finir un e´le´ment de G(2,H0OS2C(3)) graˆce a` la suite exacte (∗). Re´ciproquement, soit un
morphisme O2
P3
−→ F (1) donne´ par un e´le´ment de G(2,H0OS2C(3)). Fixons un point de ce
pinceau OP3 −→ F (1). Le conoyau est alors un faisceau E
′′ ∈ U et on a une suite exacte :
0 −→ OP3 −→ E
′′(2) −→ IY (4) −→ 0
qui nous de´finit une courbe Y de degre´ 7 et de genre 2 qui est inde´pendente du point du pinceau
fixe´. Le faisceau E′′(2) est re´gulier au sens de Castelnuovo-Mumford et pour un pinceau ge´ne´ral,
la courbe Y est lisse.
Remarque 8.— L’espace des modules des courbes de degre´ 7 et de genre 2 de P3 est le quotient
par PGL4 de H7,2. Le sche´ma H3,0 n’a qu’une orbite sous PGL4 (il est isomorphe au quotient
PGL4/PGL2) donc l’espace des modules est birationnellement isomorphe au quotient par PGL2
de la varie´te´ G(2, S3S2) des pinceaux de cubiques du plan P(S2).
Nous pouvons a` partir du pinceau retrouver le mode`le non singulier de la courbe : nous avons
une droite P1 dans P(S3S2), la courbe Y est un reveˆtement double au dessus. En effet, si nous
choisissons un point de P1, c’est a` dire une section de F (1), elle de´termine E′′(2) et donc deux
points de Y donne´s par les deux points singuliers de E′′. Ce sont les deux points ou` la section de
ωY de´finissant E
′′ s’annule. Quand on fait varier le point de P1, on fait varier le faisceau E′′ c’est a`
dire l’e´le´ment deH0ωY . On recouvre de cette fac¸on tout Y . Le reveˆtement double de Y au dessus
de P1 est donne´ par le g12 de´fini par ωY . Les points de ramification de ce morphisme apparaissent
quand la section de ωY s’annule doublement en un point. Ceci correspond exactement aux
faisceaux de U′ ou encore aux cubiques ayant un unique triplet associe´ a` la conique canonique.
L’image des points de ramification est donc forme´e par l’intersection du pinceau P1 avec la
varie´te´ des cubiques ayant un unique triplet. La formule d’Hu¨rwitz nous permet de retrouver
le fait que le degre´ de cette dernie`re varie´te´ est 6. La courbe abstraite parame´trisant Y est le
reveˆtement double de P1 ramifie´ aux 6 points d’intersection du pinceau et de cette varie´te´.
Involutions birationnelles de P3
Les involutions du plan projectif P2 sont ge´ome´triquement connues depuis longtemps (voir
par exemple [Be]) mais la preuve rigoureuse de leur classification est plus re´cente. A. Beauville
et L. Bayle [BB] ont donne´ une preuve simplifie´e de ce re´sultat en utilisant la the´orie de Mori.
Dans P3, il ne semble pas qu’il existe, comme dans le cas de P2, une classification des involutions
birationnelles. Je de´cris ci-dessous une famille de telles involutions.
Fait 5. — Toute courbe de degre´ 9 et de genre 6 de´finit une involution birationnelle de P3. La
famille d’involutions I ainsi construite est birationnelle au sche´ma H9,6 des courbes de degre´ 9
et de genre 6.
De´monstration : Conside´rons une courbeX de degre´ 9 et de genre 6 ge´ne´rale, elle est toujours
sur quatre quartiques (i.e. H0IX(4) est de dimension 4). Prenons trois de ces quartiques, l’inter-
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section re´siduelle a` X est forme´e de deux points. Nous de´crivons ainsi une famille de dimension
3 (birationnelle a` P(H0IX(4)) ce qui de´finit une involution.
La courbe de degre´ 9 et de genre 6 est le lieu ou` l’involution n’est pas de´finie. Le sche´ma
de Hilbert H9,6 des courbes de degre´ 9 et de genre 6 parame´trise donc birationnellement cette
famille d’involutions. Nous voyons ainsi apparaitre une famille a` 36 parame`tres d’involutions de
P
3.
Remarques 9. — (ı) Ces involutions sont lie´es a` notre situation de la fac¸on suivante : prenons
deux quartiques contenant X (i.e. un sous espace vectoriel U de dimension 2 de H0IX(4)),
l’intersection re´siduelle est une courbe Y de degre´ 7 et de genre 2. Lorsqu’on fait varier une
troisie`me quartique dans le pinceau P(H0IX(4)/U), celle-ci de´coupe sur Y un g
1
2 qui de´termine
exactement le reveˆtement double de Y au dessus de P1 de´fini au paragraphe pre´ce´dent.
(ıı) Le quotient de P3 par une involution de la famille I est rationnel. Il est birationnel a`
P(H0IX(4)) : si P est un point de P
3 en dehors deX alors on lui associe l’ensemble des quartiques
contenant X et P qui est un sous-espace de codimension 1 de H0IX(4). Re´ciproquement, un
sous-espace de dimension 3 de H0IX(4) de´termine deux points points de P
3 comme intersection
re´siduelle de X.
Nous allons maintenant de´crire birationnellement cette famille d’involutions modulo PGL4
ou encore l’espace des modules des courbes de degre´ 9 et de genre 6 de P3.
Soit X une courbe de degre´ 9 et de genre 6 de P3. Nous lui associons une cubique gauche C
de Pˇ3 : l’ensemble des plans H tels que X ∩H est forme´ de 9 points situe´s sur un pinceau de
cubiques est une cubique gauche C de Pˇ3. Ceci nous permet de de´finir un morphisme Ψ de H9,6
vers H3,0.
Proposition 17. — La fibre du morphisme Ψ au dessus d’une courbe C ∈ H3,0 est isomorphe
a` G(4,H0OS2C(3)) la varie´te´ des sous-espaces de dimension 4 de cubiques du plan S
2C.
De´monstration : A` une cubique gauche C nous pouvons associer le fibre´ de Schwarzenberger
F et re´ciproquement (cf. proposition 5). Nous avons vu qu’alors Vˇ s’identifie a` S3 et H
0F (1) a`
S3S2 (c’est a` dire les cubiques du plan S
2C). Prenons un sous-espace vectoriel de dimension 4
de H0F (1). Nous pouvons former la fle`che suivante : Fˇ (−5) −→ OP3(−4)
4 dont le conoyau est
l’ide´al IX d’une courbe de degre´ 9 et de genre 6.
Re´ciproquement, si X est une courbe de degre´ 9 et de genre 6 de P3 nous avons la re´solution :
0 −→ OP3(−7)
2 −→ OP3(−6)
5 −→ OP3(−4)
4 −→ IX
Nous pouvons alors conside´rer le faisceau Fˇ (−4) conoyau de la premie`re fle`che. C’est un fibre´ de
Schwarzenberger (du type de la proposition 5) associe´ a` la cubique gauche C de Pˇ3 de´finie par
l’ensemble des plans H tels que X ∩H est forme´ de 9 points situe´ sur un pinceau de cubiques.
Remarque 10. — Les transformations cubo-cubiques associe´es aux instantons sont involutives.
Elles de´finissent donc e´galement des involutions birationnelles de P3. Conside´rons un re´seau R
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de quadriques. Soit P un point de P3, son image par l’involution est le point P ′ orthogonal a`
P pour toutes les formes quadratiques du reseau R. Si L est la droite qui joint P a` P ′, alors
le reseau R se restreint sur L en une famille de dimension 2 de formes quadratiques (sinon il
n’existe pas de point P ′ sur L qui est orthogonal a` P pour toutes les formes quadratiques. Ceci
signifie que la droite L est contenue dans au moins une quadrique du re´seau.
Re´ciproquement, si L une droite contenue dans une quadrique du re´seau, la restriction de
R a` L de´finit un pinceau de formes quadratiques. L’othogonal de ce pinceau est une forme
quadratique qui a deux points isotropes. Ils sont relie´s par l’involution.
Nous avons donc montre´ que le quotient de P3 par l’involution associe´e a` R est la varie´te´
des droites contenue dans une des quadriques de R. C’est un complexe cubique de droites.
On peut facilement ve´rifier que ce complexe cubique de droites est un fibre´ en coniques
(toutes non singulie`res) au dessus d’une surface de Del Pezzo de degre´ 2 (reveˆtement double du
plan P(R) ramifie´ au dessus de la quartique correspondant aux coˆnes). Ce fibre´ en coniques ne
semble pas avoir de section, je ne sais pas si il est rationnel ou seulement unirationnel.
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